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Analyse

Epreuve complémentaire POL - 2022. Solution de la Partie 1, Question 2

Position de la question dans le plan des matiéres

Partie 1 de I'examen
» Analyse
Dérivées
Intégrales
» Trigonométrie
> Géométrie

Partie 2 de I'examen
> Algébre
» Géométrie analytique
» Probabilités et statistique
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Question & solution
Les fonctions cosh et sinh sont données par
eX + efX X efX

cosh(x) = — et sinh(x) = e%’ vx € R.

On remarque que cosh’ = sinh et sinh’ = cosh, ol I'accent () indique la dérivée.

(a) (1 point) Calculer la dérivée de cosh(sinh(cosh(x))) en x = 0.

o

Premiére étape: (cosh osinhocosh)’(x) = (cosh’ osinhocosh )(x) - (sinhocosh)'(x).
(coshosinhocosh)'(x) = (cosh’ osinh o cosh ) (x) - (sinh’ o cosh ) (x) - cosh’(x).
sinh(0) = €5 =0 = (coshosinhocosh)’(0) = sinh(sinh(cosh(0))) cosh(cosh(0)) sinh(0) = 0.

(b) (1 point) Prouver que cosh?(x) — sinh?(x) = 1 pour tout x € R.

cosh?(x) —sinh®(x) = 7 (e +2+ e ) — 1 (e —2+e ) =1(2+2) =1, Vx€R.

(c) (1 point) Prouver que 2sinh?(x) = cosh(2x) — 1 pour tout x € R.
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2sinh?(x) =2- 1 (eX — e™*)? = L (¥ + e —2) = cosh(2x) =1, V¥x €R.
(d) (2 points) Prouver que

/\/x2 —1ldx= %X\/X2 -1 —%In (X+ VX2 — 1) + const.,

par substitution x = coshf avec x > 1, 6 > 0. On pourra utiliser les sous-questions (b) et (c).

N

¥

Commencer par prouver que [ vx2 — ldx = %% — % + const.

/\/x2 — 1dx :/\/cosh29— 1sinh @ do avec x=cosh§>1,6>0
@/sinh29d9

1
@ = /(cosh 26 — 1)d6

= Eisinh 20 == Q -+ const
2 2 2 '
1 1
= —xyVx2—1—=1In (X + VX2 — 1) ~+const.
2 2
() (il
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Pour (i):

inh 26 1e%® — 2 1 1
>0 _-¢ € _ (e +e%) = (e —e?) =coshfsinh6 = xv/x2 — 1.
2 2 2 2 2
Pour (ii):
el +e?
x:cosh(G):T — e —2xe® +1=0 = e=x++x2-1.

Comme 6 > 0, il vient 8 =1In (x + vx2 — 1).

(e) (2 points) Prouver que I'aire de la région colorée ci-contre y 2

vaut —, ol 6 est un réel positif.

(cosh 8, sinh 9)

Cette région est délimitée par I'axe des x, la courbe
x2 — y? = 1 et la droite passant par I'origine et le point
(cosh 8, sinh 6).

(0.0) 1
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Premiére étape:

Aire colorée = Aire( « ) - Vv x2 —1dx
1

et utiliser (d).

cosh 6
Aire colorée = Aire( N ) — / vV x2 — 1dx
1

cosh 6 1 e} 0 1 0
d) = Vx2 —1ldx = Ecoshesinhe—a} = Ecoshesinhe— o
1 0

cosh@sinh 6 — (% cosh @sinh § — g)
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