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Analyse

Bijkomende proef POL - 2022. Oplossing van Deel 1, Vraag 2

Plaats van de vraag in het plan van de leerstof

Deel 1 van het examen

» Analyse

Afgeleiden
Integralen

» Trigonometrie
» Meetkunde

Deel 2 van het examen

> Algebra
» Analytische Meetkunde
» Waarschijnlijkheidsrekenen en Statistiek
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Vraag & oplossing
De functies cosh en sinh zijn gegeven door
eX + e*X X efX

cosh(x) = — en sinh(x) = e%, Vx € R.

Merk op dat cosh’ = sinh en sinh’ = cosh, waarbij het accent (') de afgeleide aanduidt.

(a) (1 punt) Bereken de afgeleide van cosh(sinh(cosh(x))) in x = 0.

Eerste stap: (coshosinhocosh)'(x) = (cosh’ osinhocosh )(x) - (sinhocosh)’(x).
(coshosinhocosh)'(x) = (cosh’ osinh o cosh ) (x) - (sinh’ o cosh ) (x) - cosh’(x).
sinh(0) = €5 =0 = (coshosinhocosh)’(0) = sinh(sinh(cosh(0))) cosh(cosh(0)) sinh(0) = 0.

(b) (1 punt) Bewijs dat cosh?(x) — sinh?(x) = 1 voor alle x € R.

cosh?(x) —sinh®(x) = 7 (e +2+ e ) — 1 (e —2+e ) =1(2+2) =1, Vx€R.

(c) (1 punt) Bewijs dat 2sinh?(x) = cosh(2x) — 1 voor alle x € R.
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2sinh?(x) =2- 1 (eX — e™*)? = L (¥ + e —2) = cosh(2x) =1, V¥x €R.

(d) (2 punten) Bewijs dat

/\/X2 —1ldx = %xvx2 -1 —%In (X—i— Vx2 — 1) + const.,

via substitutie x = cosh 8 waarbij x > 1, 8 > 0. Je kan hiervoor de deelvragen (b) en (c) gebruiken.

_?_

Bewijs eerst dat [ v/x2 — Ldx = 3928 _ ¢ 4 const.

/\/X2*1dX:/\/COSh29*].Sinh9d9 waarbij x=cosh6>1, 6>0

@ )/smh29d9

1
o) = /(cosh 26 — 1)d6

= }sinh20 = Q -+ const
2 2 2 '
1
EXVXQ 1—= In (x + VX ) ~+const.
(i) (ii)
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Voor (i):

- 2 _ 26
sm229 = %e 2e = % (e +e79) % (e — e7%) = cosh@sinh = xv/x2 — 1.

Voor (ii):

0 0
e’ +e
x:cosh(G):JrT — e —2xe® +1=0 = e=x++x2-1.

Gezien 6 > 0, er volgt 6 =In (x + vx2 — 1).

(e) (2 punten) Bewijs dat de oppervlakte van het gekleurde y 5

gebied hiernaast 5 is, waarbij 8 een positief re€el getal is.

(cosh 8, sinh 9)

Dit gebied wordt begrensd door de x-as, de kromme
x2 — y? = 1 en de rechte die door de oorsprong en het
punt (cosh 8, sinh §) gaat.

(0.0) 1
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Eerste stap:

Gekleurd Opp. = Opp.( X ) — Vx2 —1dx
1

en maak gebruik van (d).

cosh 6
Gekleurd Opp. = Opp.( X ) —/ Vv x2 — 1dx
1

cosh 6 1

o1 1 6
d) = Vx2 —1ldx = Ecoshesinhe— —} = = cosh@sinh§ — o
1 0

cosh@sinh 6 — (% cosh @sinh 6 — g)

N D N~
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